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INTEGRACE RACIONÁLNÍCH (LOMENÝCH) FUNKCÍ

typu 
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3 možnosti: 

a) rovnice x2 + px + q má dva kořeny reálné různé

b) rovnice x2 + px + q má 1 dvojnásobný kořen

c) rovnice x2 + px + q nemá reálné kořeny (má komplexní kořeny)

pokud je polynom v čitateli integrálu vyššího stupně než polynom ve jmenovateli, provedeme nejdříve dělení mnohočlenu mnohočlenem.

ad a) x2 + px + q = 0 má kořeny (x-α) (x-β) = 0

Platí (Ax + B) / (x2 + px + q) = C / (x-α) + D / (x-β)

· tj. rozklad na parciální zlomky

upravíme pravou stranu rovnice na společného jmenovatele:

(Ax + B) / (x2 + px + q) = [C(x-β) + D(x-α)] / [(x-α)(x-β)], v této rovnici se vzájemně rovnají jmenovatelé, tedy se musí rovnat i čitatele.

Ax + B = C(x-β) + D(x-α) ==> Ax + B = x (C+D) + (-β C – α D); rovnost polynomů platí, pokud se koeficienty u proměnných i konstanty na obou stranách rovnají. Řešíme soustavu rovnic s neznámými C a D. Rozložili jsme integrál na parciální zlomky typu
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= ln  (/x-α/C * /x-β/D)
ad b)  x2 + px + q = 0 má jeden dvojnásobný kořen (x-α)2 = 0
substituce: x-α = y ; tedy dx = dy ; tedy x = y + α

platí tedy:
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=A ln /y/ - (Aα+B) * 1/y = 

= A ln /x-α/ - (Aα+B)/(x-α) 

ad c)  x2 + px + q = 0 nemá reálné kořeny (diskriminant je záporný)
Jmenovatele vyjádříme pomocí součtu čtverců:
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; substituce x + p/2 = y; dx = dy ; tedy 
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, kde první integrál upravíme na ln (y2+ ρ) a druhý integrál na arctg - po vydělení jmenovatele číslem ρ (a ekvivalentní úpravě vynásobením před integrálem) a substituci tak aby ve jmenovateli zůstalo (z2 + 1).
********************************************************************
Tip: někdy lze hned v zadání použít vzorec 
[image: image6.wmf]C

x

f

x

f

x

f

+

=

ò

)

(

ln

)

(

)

´(


********************************************************************
K otázkám: rozklad na součet čtverců se dělá následovně

Máme kvadratickou funkci např. x2 -6x +19, tu chceme na součet čtverců, to se dělá tak, že ji převedeme na vzorec (a+b)2 = a2 + 2ab + b2 , rovnice kvadratická má obecně tvar ax2+bx + c
Tedy v našem případě to bude (x-3)2 protože ten člen -6x je v obecném vzorci to 2ab… (tak to bude -3, protože -3.2 = -6)

No a když ale ještě tam máme v zadání to +19… a musí se nám to rovnat té původní kvadratické funkci.. takže.. zpětně si rozložíme tu závorku a přičteme či odečteme takové číslo, aby nám to dalo tu devatenáctku, a pak to napíšeme s tou závorkou a s tím nalezeným číslem. Tedy:

X2-6x+9+10 = (x-3)2 +10 je rozklad na součet čtverců k původní rovnici x2-6x+19.
Chápeš?

Zkus tenhle sama : x2 +4x-8, rozlož na součet čtverců

…. (výsledek bude (x+2)2 -12  ) – dal jsem to bílou barvou abys to hned neviděla – stačí tam změnit barvu písma pak pro kontrolu – zkus to fakt sama.

================
K otázce rozklad na parciální zlomky:
Obecně je vzorec
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 Máme třeba:

zadání
tvar rozkladu
rozlož.jmenovatele na kořeny
převedení na spol.jm.

[image: image8.wmf]8

2

2

5

2

-

-

+

x

x

x

= 
[image: image9.wmf]b

a

-

+

-

x

D

x

C

             = 
[image: image10.wmf]4

-

x

C

+ 
[image: image11.wmf]2

+

x

D


= 
[image: image12.wmf])

2

)(

4

(

)

4

(

)

2

(

+

-

-

+

+

x

x

x

D

x

C


Taaaak, a teď srovnáme původní zlomek a ten co máme po převodu na spol.jmenovatele.
Jmenovatel obou zlomků je stejný x2 – 2x – 8. Pokud platí rovnítko, tak musí tedy být i čitatel stejný. Můžeme tedy psát rovnici:

5x+2 = 
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Upravíme… nejlépe tak že závorky roznásobíme a sloučíme členy s x resp. členy které x nemají (ve složitějších příkladech sloučíme členy se stejnými mocninami x)
5x+2 = (C+D)x + 2C-4D

Nyní použijeme poučku, že polynomy se rovnají pokud se rovnají koeficienty u všech (mocnin) členů. Máme z toho: 5 = C+D, 

2 = 2C-4D

To je soustava rovnic o dvou neznámých, kterou musíme vyřešit. 
Třeba první rovnici vynásobíme (-2) a přičteme k druhé rovnici.

-10+2 = -2C+2C – 2D-4D

-8 = -6D

D = 8/6 = 4/3

Dopočteme C, tedy třeba z rovnice 2 = 2C-4* 4/3 , 2C = 2 + 16/3, 2C =22/3 , C = 11/3

Máme C, D, vložíme je do výše uvedeného „tvar rozkladu“ a budeme mít hotový rozklad výrazu na parciální zlomky. Účelem rozkladu bylo to, původní zlomek rozdělit a tím ho značně zjednodušit..  Pak lze integrovat každý ze zlomků samostatně konstanta lomeno funkce s x ….a vychází ln té funkce s x.

Tedy píšeme
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